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Séries entières
Rayon de convergence d’une série entière
Lemme d’Abel ; déf. du rayon de convergence (R = Sup{ρ ∈ R+/ (anρn) bornée}).
Détermination pratique du rayon de convergence :
D’Alembert pour les séries entières n’est pas au programme, on reviendra systématiquement à

d’Alembert pour les séries numériques et on en déduira les rayons « par double inégalité ».

Les raisonnements seront fondés sur
• la définition de R

•∀z ∈ C,

|z| < R =⇒
∑
n>0

anz
n converge absolument

|z| > R =⇒ (anz
n)n∈N n’est pas bornée

• les th usuels relatifs à la cv des séries numériques
En particulier, les considérations suivantes permettent de déterminer le rayon :

Si (anz
n
0 ) est bornée, alors R > |z0|.

Si (anz
n
0 ) est non bornée, alors R 6 |z0|.

Si (anz
n
0 ) converge vers 0, alors R > |z0|.

Si (anz
n
0 ) ne converge pas vers 0, alors R 6 |z0|.

Si
∑

anz
n
0 converge, alors R > |z0|.

Si
∑

anz
n
0 diverge, alors R 6 |z0|.

Si
∑

anz
n
0 est convergente, mais non absolument convergente, alors R = |z0|.

Rayon obtenu par majoration-comparaison ; rayon d’un produit externe, d’une
somme, d’un produit de Cauchy.

Régularité de la somme
Convergence normale d’une série entière d’une variable réelle sur tout segment
inclus dans l’intervalle ouvert de convergence.
Continuité de la somme sur l’intervalle ouvert de convergence. On admet la continuité

de la somme d’une série entière d’une variable complexe sur le disque ouvert de convergence.

L’étude des propriétés de la somme au bord de l’intervalle ou du disque de
convergence n’est pas un objectif du programme.
Primitivation d’une série entière d’une variable réelle sur ]−R,R[.
Caractère C∞ de la somme d’une série entière d’une variable réelle sur l’intervalle
ouvert de convergence et obtention des dérivées par dérivation terme à terme.
Expression des coefficients d’une série entière au moyen des dérivées successives
en 0 de sa somme.

D.S.E. au voisinage de 0 d’une fonction d’une variable réelle
Fonction développable en série entière.
Série de Taylor d’une fonction de classe C∞.
Unicité du développement en série entière.
Développements des fonctions usuelles (exponentielle, cosinus, sinus, cosinus et
sinus hyperboliques, x 7→ Arctanx, x 7→ ln(1 + x) et x 7→ (1 + x)α).

Les étudiants doivent savoir utiliser une équation différentielle linéaire pour dé-
velopper une fonction en série entière.

Endomorphismes des espaces euclidiens
Isométries vectorielles et matrices orthogonales : définition et les 10 caractéri-
sations au programme...
Détermination des matrices de O2(R), de SO2(R) ; commutativité de SO2(R).
Mesure de l’angle d’une rotation d’un plan euclidien orienté. Écriture complexe
d’une rotation.
Classification des isométries vectorielles d’un plan euclidien.

Endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien.
Si B est une base orthonormale de E et u un endomorphisme de E, alors u est
autoadjoint si et seulement si MatB(u) est symétrique.
Théorème spectral : un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien admet
une base orthonormale de vecteurs propres.
Interprétation matricielle : pour toute matrice symétrique réelle A, il existe D
diagonale réelle et P orthogonale telles que A = PDP−1.

Questions de cours
• dém du lemme d’Abel

• définition du rayon de cv ; considérations permettant de déterminer le
rayon (au moins 7)

• Formulaire des DSE des fonctions usuelles (avec rayon de convergence)

• Convergence normale de la somme sur tout segment de ]−R,R[ (dém)

• Montrer que
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2 (via ln(1 + t) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
tn)

• Montrer que u conserve la norme ssi u conserve le produit scalaire ssi u
transforme une b.o.n. en une b.o.n.

• Isométries vectorielles et matrices orthogonales : définition et les 10 carac-
térisations au programme (sans dém)

• Le polynôme caractéristique de S symétrique réelle est scindé sur R (dém)

Prévisions pour la semaine du 29 janvier au 2 février 2024

Matrices symétriques positives et définies positives. Début des proba de spé.


